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МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ТРЁХМЕРНОЙ ЭВОЛЮЦИИ ГРАНИЦЫ РАЗДЕЛА «РАЗНОЦВЕТНЫХ» ЖИДКОСТЕЙ 
В КУСОЧНО-ОДНОРОДНОЙ ПОРИСТОЙ СРЕДЕ
MATHEMATICAL MODELING OF THE THREE-DIMENSIONAL EVOLUTION OF THE INTERFACE OF "MULTICOLORED" LIQUIDS 
IN A PIECEWISE HOMOGENEOUS POROUS MEDIUM
В статье представлена задача об эволюции границы раздела «разноцветных» жидкостей в кусочно-однородной пористой среде к точечному стоку. Граница раздела сред представляет собой сферу. Первоначальное положение границы раздела жидкостей совпадает с границей раздела сред. Найден потенциал фильтрационного течения. Исследована зависимость времени загрязнения стока от параметров задачи.
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The article presents the problem evolution of the interface of "multicolored" liquids in a piecewise homogeneous porous medium to a point drain. The interface of the media is a sphere. The initial position of the interface of liquids coincides with the interface of media. The filtration flow potential is found. The dependence of the runoff pollution time on the parameters of the problem is investigated.
Keywords: mathematical modeling, numerical simulation, motion interface between liquids, piecewise homogeneous porous medium.

1. Постановка задачи

Исследуем пространственную фильтрацию жидкости в кусочно-однородном грунте. Выберем декартову систему координат Oxyz. Границу сопряжения слоёв грунта ( будем моделировать сферой радиуса a. Внутри сферы находится грунт проницаемости k2 (область D2), а вне сферы находится грунт проницаемости k1 (область D1). Свяжем центр декартовой системы координат с центром границы ( (рисунок 1).
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Рисунок 1 — Область фильтрации
Поверхность сопряжения задают уравнения:
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Здесь (, θ – параметры (долгота и широта сферической системы координат).

Полагаем, что течение жидкости создаёт эксплуатационная скважина. Работу скважины будем моделировать точечным стоком мощности q, расположенным в точке с координатами
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. Тогда для потенциала невозмущённого поля скоростей получим
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Полагаем, что скважина находится на расстоянии d от границы ( в области D1. Ось Ox проведём через точку расположения скважины. Тогда для координат стока получим: 
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2. Аналитическое решение
В рассматриваемом случае наличие границы ( можно учесть аналитически. Для этого воспользуемся фильтрационной теоремой о сфере [1]. Потенциал поля скоростей имеет вид:
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где 
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Здесь параметр 
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 характеризует различие проницаемостей в областях D1 и D2. В предельном случае 
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) для потенциала течения в области D1 по формуле (3) получим:
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Для поля скоростей имеем:
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Область фильтрации и картина течения симметричны относительно оси Ox, поэтому ось Ox является линией тока.

Полагаем, что начальное положение границы раздела «разноцветных» жидкостей 
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 совпадает с поверхностью σ (см. рисунок 1). Очевидно, что первой скважины достигнет ближайшая к ней точка границы 
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. Эта точка находится на оси Ox и имеет координаты 
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a

. Учитывая, что эта ось является линией тока для времени достижения границей 
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 эксплуатационной скважины (времени загрязнения скважины) получим
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Интеграл (6) при 
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 (однородный грунт) легко вычисляется аналитически и для времени 
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Формула (7) даёт время достижения скважины в однородном грунте ближайшей точкой произвольной границы 
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, находящейся на расстоянии d от неё. В случае кусочно-однородной среды интеграл (6) вычисляется численно. Зависимость времени 
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 от параметра 
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 представлена на рисунке 2. Здесь в качестве характерного времени выбиралось время загрязнения при 
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, которое вычисляется по формуле (7). То есть при численных расчётах полагали 
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Рисунок 2 — Зависимость времени достижения точечного стока от параметра λ
Видим, что с увеличением параметра 
[image: image32.wmf]l

 время 
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 увеличивается. Аналогичное поведение наблюдается и в двумерном случае [2]. Минимальное время загрязнения получается при 
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 (в области D2 – свободная жидкость) и оно равно 0,630. При 
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, область D2 непроницаема) время 
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. Когда проницаемость в области D2 в три раза больше проницаемости в области D1 (
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), то время загрязнения равно 0,832, то есть уменьшается на 16,8% по сравнению со временем загрязнения в однородном грунте. В случае, когда проницаемость в области D2 в три раза меньше проницаемости в D1 (
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), то время загрязнения равно 1,28, то есть увеличивается на 28% по сравнению со временем загрязнения в однородном грунте.
Для нахождения положения границы раздела «разноцветных» жидкостей в кусочно-однородной среде в [3] предложена численная схема. Конкретные задачи эволюции границы к точечному стоку в однородном, неоднородном и анизотропном грунте исследованы в работах [4-6].
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